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1 Equations d’onde relativiste

1.1 Groupes de Lorentz et de Poincaré

Le principe de relativité, qu’il convient de bien distinguer des théories de la relativité,
est Iaffirmation que les lois de la nature prennent la méme forme dans tous les référentiels
inertiels. En d’autres termes, il est impossible par une expérience locale de distinguer
2 référentiels en translation uniforme 1'un par rapport a l'autre. Ce principe remonte
a Galilée. Il en donne une description plaisante dans son ouvrage célebre ”dialogue sur
les deux grands systemes du monde, celui de Copernic et celui de Ptolémée” publié a
Florence en 1632.

”Installez-vous avec un ami dans le plus grand local clos que vous puissiez

trouver sur un grand navire, et essayez de vous procurer des mouches, des

papillons et d’autres petits animaux volants du méme genre. Prenez aussi

un grand vase plein d’eau et contenant des petits poissons. Installez aussi

un vase placé en bas et au col étroit. Le navire étant au repos, observez

attentivement la maniere dont ces animaux volants vont de tous les cotés du

local avec la méme vitesse. Quant aux poissons, vous les verrez dans leurs

déplacements nager indifféremment vers n’importe quelle partie du vase... Les

gouttes qui tombent entreront toutes dans le vase inférieur... Vous constaterez

que tous ces phénomeénes se produiront de la méme fagon si vous faites mouvoir

le navire, quelle que soit sa vitesse. Pourvu que le mouvement soit uniforme,

sans variation dans un sens ou dans l'autre, vous n’observerez pas le moindre

changement dans tous les phénomenes que vous avez observés quand le navire

était au repos. Ajoutons que rien de ce qui se passe en vous-méme ne pourra

vous donner la certitude que le navire est immobile ou qu’il marche.”

Le principe de relativité ne devient opératoire que si on le complete par les lois de

transformation des variables dynamiques (champs électriques et magnétique par exemple)

et des coordonnées.



En utilisant les propriétés d’homogénéité et d’isotropie de l’espace-temps on montre
qu’il n’existe essentiellement que deux relativités décrites respectivement par les groupes
de Galilée et de Poincaré.

Relativité galiléenne

Elle est caractérisée par les lois de transformation

f o= t+1,
v = Rz + Vi +a

(2

ou It;; est une matrice orthogonale et V; représente les 3 composantes du vecteur vitesse.
Ces transformations forment un groupe a 10 parametres qui laisse invariant les lois de la
dynamique newtonienne.

Les équations de Maxwell qui rendent compte des phénomenes électriques et magnétiques
ne sont pas invariantes sous le groupe de Galilée. Ainsi, contrairement a ce que stipule le
principe de relativité, il devrait étre possible de mettre en évidence un référentiel absolu.
Cette possibilité a été infirmée par une série d’expériences (ex. : Michelson Morley). On a
ainsi été conduit a abandonner la relativité galiléenne au profit de la relativité restreinte.
Relativité restreinte

Un observateur 1ié & un référentiel inertiel décrit un événement (par exemple 1’émission

O — ~4v) par ses coordonnées d’espace temps (¢, T).

d’un photon dans la désintégration m
Considérons 2 événements successifs ¢1771; toZs (1’émission du photon et sa détection dans

un compteur). On définit U'intervalle entre ces événements
(AS)z = C2(t2 — t1)2 — (fg — f1>2

Le fait d’expérience que la vitesse de la lumiere est la méme dans tous les référentiels
inertiels se traduit par le fait que U'intervalle (As)? est un invariant (ici nul). Il est le
méme dans tous les référentiels.

On notera z# = (ct, ) un point de I'espace de Minkowski M. L’expression du (As)?

nous invite a munir cet espace de la métrique
G = diag (1,—1,—-1,-1)
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de sorte que (As)? = g, (25 — 24) (x5 — ). On définit trois types d’intervalles selon le
signe de (As)?
A%
(As)? > 0 intervalle de genre temps
(As)? <0 espace

(As)> =0 lumiere

> Exercice : montrer que les 2 événements ; émission d’une particule et détection de

celle-ci dans un compteur sont séparés par un intervalle de genre temps (ou lumieére).
<
La relativité restreinte postule que les lois de transformationo entre référentiels inertiels

9 4 gl
s’écrivent sous la forme

2" = Ala¥ + at (1)
ou A% est une matrice 4x4 constante. En exprimant 'invariance de l'intervalle entre deux

événements on obtient la contrainte
g;wA/,jAg = Gos

Le groupe des transformations linéaires satisfaisant cette contrainte est appelé groupe de
Poincaré.
Covariance

Les grandeurs physiques qui décrivent I’état d’un systeme ne sont en général pas les
mémes pour différents observateurs. Il existe des quantités scalaires, dont la valeur est
indépendante du choix d’un référentiel particulier. Il existe aussi d’autres quantités qui
se transforment comme des covariants sous le groupe de transformation.

Considérons un changement de référentiel défini par la transformation générale de
coordonnées

o — 2t = 2 (20, )

- un scalaire est une fonction ¢ définie sur M invariante sous cette transformation



- les composantes contravariantes v* d’un vecteur se transforment comme les coor-

données
ox'*
= )
oz

- les composantes contravariantes d'un tenseur de rang 2 se transforment selon

'U,M 14

oz Oz Faf

F/;,LV —
oxe OxP

- les composantes covariantes d’un tenseur de rang 2 se transforment selon
,  Ox® 0
W g g P
On définit g" = (¢71) -
On a donc g,,.9* = d;. Les composantes covariantes et contravariantes sont reliées par
le tenseur métrique
Ty = GuaT” o = g'Te
F;w = guaguﬁFQB Fr = guagVBFaﬁ
Les regles de différentiation implicite

0 0x” 0

ozt dx'm OV

nous montrent que l'opération de dérivation exige que % se transforme comme un vecteur
: Y
covariant qu’on notera d,,¢.

Revenant & l'espace de Minkowski, on a donc en posant z* = (z°, 7)

9] 0 = 9] 2 =
= — = _— O = — = _— =
On = Qxh <8x0’v> 0 oz, <8:c0’ V)

La quadridivergence d’un quadrivecteur est le scalaire

0AY o o
oMA, =0,A" = 50 +V.A
L’opérateur d’Alembertien est
82
= _— —A
0,0 o912



Le groupe de Poincaré P est le groupe des transformations linéaires
" =AY + at
qui conservent le produit scalaire
(22 — 21)* = g2 — 21)" (12 — 11)" = g (22 — T1) (T2 — 71,
Introduisant les composantes covariantes on a
™ = A, g"Px, + a = NP, + o

d’ou
Gu NN (29 — 1) p(02 — 71)0 = 977 (22 — 1) p(T2 — 71)0

par conséquent

GuNPAYT = gP°

ou encore en terme de matrices

AP g, AT = gP?

(A) g™ = g

soit

AgA =g

autre terminologie Poincaré = Lorentz inhomogene.

Si nous notons {a, A} la transformation élémentaire, la loi de groupe s’écrit

{a,A}Hd',A'} = {a+ Ad', AN}



- les translations {a, 1} forment un sous-groupe de P appelé groupe des translations,
il dépend de 4 parametres réels.

- les transformations {0, A} forment un autre sous-groupe appelé groupe de Lorentz
L. Montrons qu’il dépend de 6 parametres réels. Une transformation infinitésimale est

caractérisée par

A = ghv 4 v
La contrainte précédente nous donne

G (g + W) (" + W) = g7
9w 9" 9" + G g’ + guwtg” = g*
00g"7 + 0fw"? + oqwh? = g7
g7 + wP? 4w = g
soit
W’ +w?? =0
w est donc une matrice réelle antisymétrique 4 x 4.
— 6 parametres
- le groupe de Poincaré est donc le produit semi direct du groupe des translations
par le groupe de Lorentz, c’est un groupe a 10 parametres. Afin de le caractériser plus

précisément considérons la contrainte AgA = g. Il vient
(det A)> =1 soit detA =41

De plus la composante 00 de cette contrainte donne

g0 = A#0g,, AV
g0 = (A2 = (A2 = +1
donc
A = /T (RO
soit

AOO S -1
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ou

AOO 2 +1

Ainsi toute matrice A appartient a I'une des 4 nappes définies par
£l detA=+1 AS>1
seule cette nappe est un sous groupe (elle contient I'identité I)

£L odetA=+1 Aj< -1

—

Ll detA=—-1 AJ>+1

LY detA=-1 AJ< -1

les transformations AJ > 0 sont dites orthochrones
les transformations det A = +1 sont dites propres
les transformations det A = —1 sont dites impropres

L’existence de 4 nappes disjointes traduit le fait qu’il s’agit d’'un groupe non connexe.

> Exemple de transformation impropre, la parité P est définie par

¢ =t,

=

7 =7

A, =g e
Le renversement du sens du temps T, t' = —t, ¥ = Z.
A, = —g" € ch

Définition : on appelle groupe de Poincaré restreint PJTF le produit semi direct du

groupe de Lorentz ﬁl par le groupe des translations.



On obtient toutes les transformations de P en adjoignant a Pl les opérations discretes
PetT.

Algebre de Lie du groupe de Lorentz : Considérons une transformation infini-

tésimale de Lorentz

ot =t + W,
A tout élément A € EL associons la transformation 7, agissant sur les fonctions f(z)
T _
f(x) = (T f)(x) = f(A™"x)
Il est aisé de montrer que les 7, forment une représentation de EL. En effet,
(TN Tnf) (@) = Tuf(Alz) = f(ATIA )
= f((AN) ')
= (Toan f)(2)
Les générateurs de cette représentation sont définis par

(T)(@) = (1= 5 J,0)f (2)

ou ici les J,,, sont des opérateurs différentiels. Pour une transformation infinitésimale

(1= 3w Jw)f = f(A2) = fa" —wa,)
f

(x) — w"z,0,f

Par comparaison il vient

Jw = i(2,0, — 2,0,)

Ces opérateurs différentiels satisfont aux relations de commutation
[Juua Jpa] = igl/pJ;,LO' - igMpJVJ - z.gl/at]up + 7;guat]l/p

Ces relations qui définissent I’algebre de Lie du groupe de Lorentz seront les mémes dans

n’importe quelle autre représentation.



Posant J; = %eijkjjk et K; = J,; on obtient

[Ji, J]] = ’éEiijk (].)
(K, K] = —iegndi (2)
[Ji, KJ] = + iEiijk (3)

L’équation (1) exprime que le groupe des rotations est un sous groupe de EL

[J1, K1] = 0 exprime qu’une rotation effectuée autour de la direction de la vitesse

d’une transformation de Lorentz ne modifie pas cette transformation.

L’équation (3) exprime que K;, Ky, K3 se transforment par rotation comme les com-

posantes d'un vecteur (opérateur tensoriel d’ordre 1)

L’équation (2) exprime que deux transformations de Lorentz pures A; et A; le long des

axes i et j engendrent une rotation lorsqu’on effectue I'opération A;AjA; 1A;1. Ce résultat

est a l'origine du phénomene dit "précession de Thomas” selon lequel une succession

de transformations de Lorentz pures appliquées a une particule a spin peuvent ramener

I'impulsion a sa valeur initiale alors que le spin a tourné.

S
Introduisons
M, = %(JZ +1iK;)
Nz = %(Jz — ZKZ)
on obtient

[Mi, Mj] = ieijkMk
[Nz'> Nj] = 161V},
[Mi7 Nj] - 0

Cette algebre de Lie est identique a celle du groupe SU(2) x SU(2).

Partant des

représentations irréductibles de dimension finie de SU(2) on peut donc en principe con-

9



struire des représentations de EL Celles-ci seront caractérisées par 2 nombres quantiques

71,72 tels que

M? = ji(ji+1)

N?= j(jr+1)
De telles représentations de dimension finie ne sont pas unitaires, en effet, U = i@ /i+8:K)
= eMilai=iBi)+iNi(eitiBi)  Meme si les générateurs M, N sont hermitiens U n’est pas
unitaire a cause des coefficients +i(3;. Ceci est en accord avec le fait que EL est non
compact. On démontre en effet qu’il n’existe pas de représentations unitaires de dimen-

sion finie d'un groupe non compact.

Le groupe complet de Lorentz s’obtient en adjoignant a EL I'inversion d’espace. Sous

une telle opération x; — —x; par conséquent

Jij = Jij
Joi - _Joi
donc
K, — —K, ouencore M, — N;

les 2 Casimirs M2 et N2 sont donc échangés, par conséquent j; — Jjo
(J1, J2) - (Jo, J1)

En particulier on voit que la représentation (%, 0) n’est en fait pas une représentation du

11

groupe complet. La représentation (3, 5) est irréductible, elle est associée a des 4-vecteurs

A, (z). Nous montrerons plus loin que la représentation (3,0) @ (0, 3) de dimension 4 est

associée aux spineurs de Dirac.

Systeme physique relativiste : nous dirons qu’'un systeme physique est relativiste s’il ad-

met le groupe de Poincaré restreint 771 comme groupe de symétrie.
e Tous les systemes physiques a I’exception de ceux qui relevent de la relativité générale

semblent admettre cette loi de symétrie.

10



e Pour certains systemes la symétrie s’étend au groupe de Poincaré complet, c’est
notamment le cas de ceux qui n’ont que des interactions fortes ou électromagnétiques.

Par conséquent, a tout état [¢) > et a toute transformation du groupe de
Poincaré {a,A} correspond un état |1),n > tel que les probabilités de transition sont
invariantes.

| <¥lx > P =] < YarlXar > |?

Le théoreme de Wigner implique qu’il existe un opérateur U(a, A) défini & une phase
pres tel que

[har >= Ula, N)|¢p >

Dans le cas du groupe de Poincaré restreint, la connexité du groupe implique que ces
opérateurs sont unitaires. Ils constituent une représentation du groupe de Poincaré a une
phase pres

U(al, Al)U(ag, Ag) = ﬂ:U(al + A1a2, AlAg)

Conséquence du théoreme de Wigner : L’espace de Hilbert qui décrit un systeme rela-

tiviste quantique est un espace de représentation unitaire du groupe de recouvrement
universel du groupe de Poincaré restreint qui est le groupe SL(2,C) inhomogene. Rap-
pelons que SL(2,C) est défini comme le groupe des matrices complexes A unimodulaires

a 2 dimensions (det A = +1). Dans le paragraphe suivant nous montrons que la relation

définit effectivement un homomorphisme de SL(2,C) dans ﬁl de noyau Z; puisque +A
conduisent a la méme transformation de Lorentz

Homomorphisme de SL(2,C) sur £}

EL est un groupe connexe, mais il n’est pas simplement connexe. Son groupe de
recouvrement universel est SL(2,C), le groupe des matrices A complexes unimodulaires

a 2 dimensions.

11



det A =+1

A tout quadrivecteur x* on associe la matrice 2 x 2 notée Z telle que
T =x9+ o7 =a'o,,

Théoréme : il existe un homomorphisme du groupe SL(2,C') sur le groupe de Lorentz.

£l défini par

+A — A(A)
= AA)zx
T = Az ATt

démonstration : puisque A est unimodulaire.
det 2’ = |det A*det = det

or

donc

La transformation linéaire x — 2’ conserve les longueurs relativistes. C’est donc une

transformation de Lorentz. Calculons les éléments de matrice A(A)* .
o, = AxPo,AT = Ao, AP = A" 2P0,

On a donc
A o, = AUPA+

A 0,0, = Ac,AT 0,

12



Prenons la trace en utilisant

1 _
3 Trace 0,0, =0
LAw -1 +
s\, Trace 0,0, =3 Trace Ao,A"0,
v =1 +
A", =3 Trace Ao,A%0,

Montrons que les éléments de matrice sont réels.
(AI/ p)* — AV )
. TN . + v
(A))" = 3 Tr (Ac,A"0,)" = 3 Tr 0,A0,A" = 5 Tr Ao, ATo, = A}
La transformation est orthochrone, en effet
0 1 + 1 +
AN o= 3 Trace AogAT oy = 5 Trace AA™ >0

On peut enfin montrer que det A = +1. Par conséquent A € EL.
On remarque que A et —A correspondent a la méme transformation de Lorentz.

> Exercice On peut contruire un second homomorphisme de SL(2,C') sur ﬁl en con-

sidérant T = x¥ — &%

1) Montrer que la transformation
T — 7 = BiB" ou B e SL(2,C)

définit encore une transformation de Lorentz
2) Vérifier qu'en posant B = (A%)™! on décrit la méme transformation de Lorentz que

celle définie par T — ¥’ = ATA™

s . . . T
Représentations spinorielles de £

Le résultat précédent implique que les matrices A engendrent une représentation de EL

que nous nous proposons d’identifier. Partant d’une transformation proche de I'identité
A=1+¢+é& +0()

13



ou €0, ceC.

detA=1=¢=0

Toute matrice de SL(2,C') proche de l'identité peut donc s’écrire

Afin d’identifier la représentation de ﬁl qui lui est associée nous poserons
i
A=1-— 5(4} ij (2)
les parametres infinitésimaux w*” sont définis par
2t =t 4+ wx, = A, (3)
20+ 37 = (1+ &) (2° + 77) (1 + &)

on trouve apres identification

20 = 20477
7 = T+’ +mAZT

Comparant avec I’équation (3) il vient

w” = —-n

w = emk

A =1 ’iniJOi — %wijJij

Comparons a présent avec 1’équation (1) on trouve

.0 O
Joi = —ZEZ Jij = €ijk
par conséquent
10 lop
Ki=—5Ji=3

ou encore

M; =% représentation (3,0)

La représentation dans laquelle M; = 0, N; = % est la représentation (0, %)

14



1.2 Construction des représentations spinorielles

1) La représentation (3,0) est définie par M; = Z, N; = 0 soit K; = -2, J; = 2.

A ces générateurs infinitésimaux est associée la matrice
.05 .
A =exp z;(ai —if;) € SL(2,C)

Paramétrisant «; et [3; sous la forme a = 01 et 3 = ¢m ou m, 7 sont des vecteurs normés
on montre que la transformation (@, 3 = 0) définit une rotation autour de 'axe 77 d’angle

6.

—

¥ =2Zcosf — i A Zsinb + (1 — cos )7 (1)

De méme la transformation (@ = 0, 3) définit une transformation spéciale de Lorentz le

long de 'axe m.
xy = xo cosh ¢ + ma'sinh ¢
T = T + xomisinh ¢ + mi(ma)(cosh ¢ — 1)
2) La représentation (0, %) est définie par M; =0, N; = % soit K; = ’%, Ji=%

La matrice de SL(2,C) associée s’écrit
ey .
B = exp z;(ai +i03;)

On vérifie que B = (AT)71.
On dispose ainsi de 2 représentations du groupe de Lorentz. Ces 2 représentations
sont inéquivalentes.
Preuve : Supposons les représentations équivalentes, alors VA,3S € SL(2,C) telle que
(AT)™! = SAS™! = TraceA = Trace(A")'. 1l suffit de montrer que cette condition est
violée pour certaines transformations de SL(2,C) par exemple si
2t 0
0 i

z
2

A:

15



Conséquences : On est ainsi conduit a introduire 2 types de spineurs notés £ et n se
transformant respectivement selon

£ €= AL

n = = (AH) Iy
Chaque spineur se transforme de fagon irréductible sous le groupe de Lorentz EL. En
revanche sous la parité nous avons vu que les représentations (7,0) et (0,7) doivent étre

échangées par conséquent
£
P
n—=:
Par conséquent, pour représenter le groupe de Lorentz complet il n’est pas suffisant de

travailler avec un seul type de spineur. On est amené a introduire des spineurs a 4

composantes appelés spineurs de Dirac et notés

3

Ils se transforment selon

o =8Ny si Aecl
ol
A 0
S(A) =
0 (4H)!
Sous une opération de parité on a
01
Yy = v
10

Equation de Dirac

Considérons une particule de masse m au repos. Elle est caractérisée par le vecteur
P = (m,0). La transformation de Lorentz spéciale qui amene le vecteur (m,0) sur le
vecteur p* = (p°, p) a pour image dans SL(2,C)

an N
A=exp—¢ ou n=

— et coshgb:@
2 || m



Le spineur au repos (£(0),7(0)) est transformé dans le spineur

E(p) = AL(0) = JEmer ¢(q)

n(p) = (A)"'n(0) = JE=7=2E (0)
La distinction entre spineurs (3,0) et (0, 1) n’a de sens que pour des états d’impulsion non
nulle. Ce sont en effet les boosts de Lorentz qui permettent de distinguer ces 2 types de
spineurs. Pour un état au repos il est par conséquent légitime de poser £(0) = n(0). Ceci
entraine que les spineurs £(p) et 1(p) ne sont pas indépendants. Ils vérifient les relations

suivantes
(po + dP)n(p) = m&(p)

(po — ap)&(p) = mn(p)

ou encore sous forme matricielle

-m po + oD £(p) —0
po—0p  — p
Par conséquent le spineur de Dirac ¢ (p ) vérifie l'équation (79p° —~'p' —m)(p) =
01 . 0 —o
0 _ ’72 — .
10 o 0

On obtient ainsi I’équation de Dirac (v*p, — m)y(p) = 0. Elle traduit I'existence de
relations linéaires entre les spineurs & et 7.
On vérifie que les matrices v satisfont aux relations d’anticommutation {~v* 7"} =

2gH.

> Exercice

1) vérifier que

o
&

B
VT =

=
(@]

2) Construire la matrice S(A) telle que
S5 (A) = 1A,

17



Cette matrice nous servira plus loin dans la discussion de la covariance relativiste.

Algebre de Lie de P! :

Utilisons la loi de groupe définie plus haut. Une transformation infinitésimale sera
associée a l'opérateur

U(a,N) =1+ia,P" + %w“,,J‘“’

ou les opérateurs P* et J* sont les générateurs de la représentation. En utilisant la loi

de groupe définie plus haut.
U(al, Al)U(ag, Ag) = ﬂ:U(al + A1a2, AlAg)

On obtient les relations de commutation

[Pw PI/] =0
[Puv J/\o] = i(guoPA - guAPcr)
[J;u/a Jpa] = ingJMO' - igup‘]ua - z.gl/at]up + ig/J/O'JI/p

Un systeme physique sera dit élémentaire s’il se transforme selon une représentation
irréductible du groupe de Poincaré. Nous montrerons ultérieurement que ces représen-
tations sont caractérisées par deux nombres quantiques, la masse m et le spin s. L’étude
des équations relativistes peut étre abordée dans ce cadre. Dans les paragraphes qui sui-
vent nous allons suivre un autre chemin en replacant cette étude dans une perspective

historique.

1.3 Equation de Klein-Gordon

En mécanique quantique non relativiste on peut établir I’équation de Schrodinger en

s’appuyant sur la regle de correspondance

E —ihd

P — —ihV

18



la relation énergie impulsion F = ﬁﬁa donne —%Alﬁ(f,t) = ih%—f , équation de

Schrodinger pour une particule libre. On peut vérifier que cette équation est bien in-

variante de forme sous les transformations de Galilée 7/ = 7 + ot,t' = t & condition que

la fonction d’onde se transforme selon une représentation projective du groupe de Galilée
_y2

Y (@) = exp <im%t + mz?'*) P(Z,t)

En mécanique relativiste on définit le 4-vecteur énergie-impulsion : pt = (%, D)

2
On a p'p, = & — p? = m?c* donc
E =\/p?c2 4+ m2ct

La regle de correspondance conduirait a ’équation

2 = \/—h22A + m2chy
=m(1 - glhm A+ .. )0
équation non locale ot la symétrie (¢, Z) est completement masquée.
On renonce donc a travailler avec une équation du ler ordre.
La regle de correspondance nous donne
ih O

AT 4 v AN a7}
T V) = iho

=
D’ ou Péquation issue de la relation de dispersion p#p, = m?c?

[—h*0"0, — m*c*| =0

soit encore

2.2
09, + g Tb(a) = 0

Montrons que cette équation est covariante sous une transformation de Lorentz et que

¥ (x) se transforme comme un scalaire.
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Sous une transformation de Lorentz
¥ = Ax
montrons que ¢'(z’') = ¢ (x) satisfait I’équation primée
/o 2 2 AN
(0%, + m*c” /W7y =0
Pour cela, partons de [0"0), + %W =0

0 0 dx"

n ozt - oz’ dx*

or 2"V = Azt

donc 9, = A" 0,
O = g9, = g"* A" 0.

Donc
o"o, = g"AN A7 pQ’,@l’,
= 70,0, = "3,

Ce qui nous conduit finalement a 1’équation

On a obtenu une équation du second ordre, dont les solutions de type onde plane

_ bz .
1 = e " donnent p? = m2c? soit

po = +/p? + m3c2

solutions d’énergie positive et négative ; on peut dans le cas libre sélectionner les solutions

d’énergie positive, cette séparation n’est en général pas possible en présence d’un champ
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extérieur. Par ailleurs I’équation obtenue n’admet pas d’interprétation probabiliste. En

effet,
VY — it = Gl v — 5]
VAP — pAYT = V[V — V]
Posons
ih op oY
p= 2mc2(¢ ot 8t)
= s (9T — 4 T)

comme conséquence des équations du mouvement on obtlent 2+ lej =0

mais p n’est pas positif :par exemple pour une onde plane

= Ae /M —£A2
Y= Ae p =4
me

on a donc signe (p) = signe (E). Signalons cependant qu’il est possible de donner un
sens physique a p en l'identifiant non pas a une densité de probabilité mais a une densité
de charge électrique. Le fait que p soit positif (négatif) pour les solutions a énergie
positive (négative) suggere de réinterpréter les solutions a énergie négative comme des
antiparticules portant une charge électrique opposée a celle des particules (solutions a

énergie positive).

1.4 Equation de Dirac

Perspective historique : I'idée de Dirac est de travailler avec une équation du ler ordre dont
le carré redonne I’équation de Klein-Gordon. Elle se rattache au probleme mathématique

suivant : écrire le carré d’une forme quadratique, par exemple

2t2 2 2 2

ot —axt -yt —z
comme le carré d’une forme linéaire
(Bet + 'z + o’z + a®2)?
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La solution ne peut manifestement étre trouvée qu’en prenant «,  dans une algebre non
commutative. Cette idée développée dans les travaux de Lipschitz et Clifford (1878) a
fait suite aux travaux de Hamilton et Cayley.
[voir : Dieudonné, abrégé d’Histoire des mathématiques (Hermann) tome 1 p.108, Elie
Cartan, Legons sur la théorie des spineurs (Hermann 1938).]

On pose

10y 3 imc

k
T kz:l +—ﬁ¢ (1)

a, [0 ne peuvent étre des nombres car I’équation ne serait pas covariante sous les rotations.
On considere @, f comme des matrices N x N

— 1) on exige que cette équation conduise a la relation d’impulsion énergie

E? = p2 + m2!

associée a 1’équation du second ordre

0?1
2 _ 2 2 2 4
haﬁ (=R A +m ")y
ou encore
1 0% m2c?
il Gl = L

— 2) L’équation (1) doit admettre une interprétation probabiliste
— 3) Elle doit étre covariante sous le groupe de Lorentz.

Itérons (1)

| |
A% = T (ke + ) Tt + )

_ 1/ k0 0 k\ 02
= Yrez(afal + afak) 505

mc 2¢+2mczk(6a +Oékﬁ)8—w
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On en déduit

akal +afak = 261
Bak +a*3 = 0
62 — OékOék = 1

a) Ecrivons maintenant 1’équation (1) sous forme hamiltonienne

Loy
i E—H@ZJ

avec

H= —ichak% +mc*f

I’hermiticité de H — «, / hermitien

b) Montrons que Trace oy, = Trace § =0

Preuve
1) o' = —3a's
Trace o = —Trace o' = —Trace (%a’ = —Trace o' — Trace o’ =0
2) Bal = —a'f3

multiplions par o' sans sommation sur i

ﬁOéiOéi — _aiﬁai
§ = —aifal
Trace 3 = —Trace a'Ba’ = —Trace aiQﬁ = —Trace f — Trace =0

c) Montrons que les matrices «, 3 sont de dimension paire. Les relations a‘a’ = 3% =
1 — valeurs propres de oo et § = £1. D’apres le résultat précédent, il y aura autant de

valeurs propres +1 que —1 donc

dim o = dim (= 2n
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n = 1 pas de solution (base de matrices hermitiques &, 1).

n = 2, dim a = 4, une solution possible est

[0 @ 1 0
o = 6:
g 0 0 —1

Equation de continuité, interprétation probabiliste

L O L OY 9
Z?’LLE = —ihca P + mc By (2)
s’écrit sous forme hamiltonienne
o
h— =H
thgy = Hv

avec
H = —ihcaV +mdf

Prenons l'adjoint de (2)

—zhw = 1heVyyTa + me™ Y™ g
Il vient
W2 () = ih2% g 4 ifgpt 2
— —iheV (YT ar)
de la forme
% + divj=0
avec

p=vTY >0  j=cptay

1.5 Limite non relativiste - Etude du couplage avec un champ

électromagnétique

Considérons le lagrangien non relativiste d'une particule chargée dans un champ électro-

magnétique



riv impulsion p = muv + ¢
Ecrivons 'impulsion muv + <A

Le hamiltonien est

mi? 1 S

e
Heji—r£="" _ 2 (5_S1)
pu— L 5 2m(p C)

Laissons nous guider par ces considérations classiques. On effectue la substitution mini-
male
i p_ € an
pt—pt—--A
c
ot A = (A%, A)

ih o o _ e A0
c Ot c Ot cA

—ihV  — —ihV — <A

L’équation de Dirac devient

(zh% —eAMy = cak(—ih% — SAk)w + mcpy
Ou encore
zhﬁ = Hvy
ot
avec
H = cd(—ihV — Z/_f) +mc*B + eA”
Travaillons dans la représentation ou
. 0 ¢ 1 0
o = ﬂ =
c 0 0 —1

posons

Introduisons des spineurs a 2 composantes ¢, x

¥
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W2 = cartx + (mc® +eA%)p
ih%—f = comp + (—mc? + eA%)y
Supposant A°, A statiques, nous pouvons rechercher des solutions stationnaires

0= @e—iEt/fL X = Xe—iEt/ﬁ

avec F = mc® +e¢.

La 2eme équation devient
eX = co@ + (—2mc* + eA) Y

Dans la limite non relativiste £ < mc? nous pouvons négliger € et eA° devant 1'énergie de

masse 2mc>

>

- 2mca7r<p

La premiere équation s’écrit
E@ = c(37)X + (mc® + eA°)

soit

IO
EQOZ%(W +i0T AT)P

(FAT) = en(p? — £A7)(p" — £AF)
= —Sein(p AP + Alph)
= —EﬁijkPjAk - %EiijkPj
= —§€ijk[pjw4k] = —%Ezjkﬁjz‘lk

= _¢hp
On arrive ainsi a ’équation de Pauli
2
T eh _ =
€p=(———0B)p
7 <2m 2mece )



Cas particulier : Champ magnétique constant
— ]_ — 5
A==-BAT

1 _, 1 (5 e
— T = — —_ =
2m 2m P c

) =

négligeons les termes diamagnétiques en e

— LB
52 e - = h
ep=-—p——LBp— —3Bp
2 2me mc
. eLB
Interprétation du terme —
mc

Considérons le couplage d'une boucle de courant avec un champ magnétique

—

B
A
u
el el el
T 27 2qr
v

moment magnétique

: elv] el le]
=1 o 2rr 2m v 2m
algébriquement on a
(& —
— — —L
a 2m
le hamiltonien d’interaction est de la forme
—»g _ .
/e

c 2me
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Il décrit le couplage entre le champ magnétique extérieur et le moment magnétique de
I’atome engendré par la rotation de 1’électron sur son orbite.

7 . eh -5 97
Interprétation du terme ———a&B : on admet que 1’électron porte en outre un moment
me

s . . . N — (& - , . — - - —
magnétique intrinseque g = o, 0 en terme de I'opérateur de spin S = hg on a ji = =5,

de la forme ji = gﬁg ou g est le rapport gyromagnétique. La théorie de Dirac prédit

g=2.
Les corrections radiatives calculées dans le cadre de l'électrodynamique quantique

donnent
o

=921
g (+27T

Q@ Q@
+ Cl(;)z + 02(;)3)

Les constantes C; et C5 font intervenir des corrections radiatives venant non seulement de
I’electrodynamique mais aussi aux interactions faibles et fortes. Ces corrections dependent
des masses des particules et par consequent de la nature des leptons (electron, muon, tau).
Remarque : pour des particules composées qui sont des états liés ¢ ou qqq le rapport
gyromagnétique n’est évidemment pas donné par la théorie de Dirac

g (neutron) =-3,83
g (proton) = 5,59
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2 Formulation covariante de ’équation de Dirac

2.1 Ecriture covariante de I’équation de Dirac

Partons de 1’équation

oy O 2

ih % thea B + mc” By
divisons par ¢

oy oY

o or el med

posons ct = z°

ih (% + ak%) —meByY = 0
ih ((90¢ + akam/)) —mcfy = 0
multiplions par 3 a gauche
ih (800 + Ba*dp) — me = 0
il est commode de poser
=3
’}/k — ﬁak
ih (70802/) + vkﬁkw) —mcy =0
avec ces définitions
0 =

A0 = 0 Akt kBt — ok = Ak

(7°)% =1, (7%)? = —1, les matrices y* ainsi définies satisfont les relations d’anticommutation

Y A =291

L’équation de Dirac s’écrit maintenant
thy" 0, —meyp =0
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ou encore

attention aux signes !
V0= (50 +79)
L’équation conjuguée s’écrit
0,07 () + St =0
or 4*7 = A04kA0 d’olt
10,07 " + %w* =0
quil est commode de réécrire en terme du spineur adjoint ¥ = 171°, en multipliant &

droite par ~°

007" + == =0
007" + =20 =0

On introduit parfois la notation due a Feynman (slash)
d=a" =a)’ +ay =a"y" — @y
avec cette notation I’équation de Dirac s’écrit
, me
i+ 1 = 0
h
on a la propriété
1
2 v v v v
¢ = a'an” = jaua, (1" + 9" = auang”

¢ = a?1
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Remarque

On introduit fréquemment
T = g,w/yu = (707 _5;)
I’équation de Dirac peut encore s’écrire

—17,0"Y + %@D =0

Ecrivons la forme covariante de I’équation de continuité

% +divi=0 avec p=vTY j=cptay

FRTY) + V@A) = 0
D (00) + e(wrab) = 0
on a en posant ¢ = 177 = spineur adjoint.

Py = Pty
Uy = TRy = T Baky = Ytaty

d’ou I’équation de continuité

Ao (V7 1) + O (py*1p) = 0

0u(y"y) =0

Elle exprime que le courant j* = ¥y*1) est conservé

> Exercice : montrer que I’équation de Dirac dans un champ électromagnétique extérieur

s’écrit

e AP

he

— iy (0" + ¥+ %1# =0
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montrer que Yy*1y est conservé.

Propriétés des matrices de Dirac, considérons les 16 matrices

e =1
o=
Ffw = %‘h/uu 71/] = O

P = i’y =7 =15

L= %
En utilisant les relations d’anticommutation on peut montrer que ces 16 matrices sont
linéairement indépendantes. On s’appuie sur les propriétés suivantes
1) VI (I'™)? = 41 en particulier (7°)? = +1
2) pour tout n # s , il existe m tel que "I = —I'"I"™. La preuve consiste a exhiber

I’élément I correspondant
Y vsh =
{ow: Wt =
{7 =

{75%7 75} =0

o o O

Il §” ensuit que la trace de I'" est nulle si n # s. En effet
+ Trace ' = Trace ["(I'™)? = Trace I["I"™T™
= — Trace [
= — Trace ["™(I'"™)? =0
3) Etant donnés I'*,I® a # b, il existe I'™ # T’ tels que I'*I'> = I'™ (preuve par
inspection)

Supposons que Y a,['™ = 0 multiplions par I'™ # I'® et prenons la trace

Trace (Xa,["I"™) = Xa, Trace ['"I'"™
d’apres 3 = > 2m Gn Trace I'? + a,, Trace (I'™)?
= +4a,, =0 —a,, =0
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pour extraire ag prenons la trace de Ya,I'"™ = 0.
as Trace I'® + Z a, Trace I'" =0
n#s

d’ou 4a, =0 — a, = 0.

Ceci établit I'indépendance linéaire des 16 matrices I'. Réciproquement, sachant qu’il
y a 16 matrices indépendantes, il n’est pas possible de les réaliser par des matrices de
dimension plus petite que 4 x 4.
Théoréme

1) Etant donnés 2 ensembles de matrices unitaires y* satisfaisant les relations
" = 29"
"y = 29"

Il existe une matrice S unitaire telle que
Yt =SS!
2) Toute matrice commutant avec 1’ensemble des 4 matrices v* est un multiple de

I'identité.

Remarque : 7;[ = Y0YuYo — les 7y, sont unitaires, en effet

. p=0 =1
Yo Y = Y0V V0V ) 9 9
p=1 Y% =% = +1

Représentation de Dirac

0 1 0 ; 0 o 01
= 7= , V5 =
0 -1 -0 0 10
4 0 o i ok 0
o =1 ' 0" = €
o ot
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Représentation chirale

0 0 -1 ; 0 o 1 0
7= T = , Vs =
-1 0 —o' 0 0 -1
[0 . ok 0
c” =1 ‘ 0" = €
0 —o' 0 o

Généralisation : algebre de Clifford : Soit £ un espace euclidien réel de dimension paire

n = 2v rapporté a un repere orthonormé {e,}. Désignons par g,s = d,s3 les composantes
du tenseur métrique. Soit d’autre part S un espace vectoriel complexe de dimension 2.

A chaque vecteur e, de base on associe un opérateur linéaire v, sur S vérifiant la relation

Va¥s + V5V = 20ap1

Considérons 1’ensemble des opérateurs

177117"’77041/7042---”}/ap...(oSpgn)

o <y <...<ay.

On démontre que cet ensemble constitue une base de 'espace vectoriel complexe de
tous les opérateurs linéaires sur S. Cet espace admet une structure naturelle d’algébre
( par le produit des opérateurs linéaires) qui considéré comme algebre abstraite définit

'algebre de Clifford I'(E)

— le théoreme 1 s’étend sans difficulté a ce cas
— cette construction s’étend aussi au cas ot E est une variété Riemanienne (voir N.D.

Birell and P.C.W. Davies, quantum fields in curved space p.81)

2.2 Discussion de la covariance relativiste

La physique décrite par une équation relativiste, en particulier par I’équation de Dirac doit
étre indépendante du référentiel choisi. Par conséquent, il doit exister une prescription

pour relier les fonctions d’onde entre 2 référentiels.
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Nous allons montrer que sous une transformation de Lorentz

= Ax

I'équation de Dirac est invariante de forme (covariante) si

ot S(A) est une matrice 4 x 4 agissant sur les composantes de ).
L’invariance de forme est laffirmation que dans le nouveau référentiel ¢/'(z’) obéit a

I’équation
mc

(78], + ') = 0
ou 8; = a:?w'
Partons de
(=70 + = Jle) = 0
et utilisons
0 0 Oxlv 0
— — — AV AV /
B0z Oz Oxt Hoxv w0,
11 vient
(—iy"A” 0, + S le) = 0
ou encore
. v o me, - 1ol
(i A 0+ ) A () = 0
Multiplions par S(A) a gauche
, b e e me
(SN 0,5 () + )t (ah) = 0

or S(A) ne dépend pas de z* mais seulement de la transformation de Lorentz, d’ou

mc

(—iSy* A" 5710, +

J¢'(x') =0
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Par conséquent 1'équation sera invariante de forme si Sy*A” ,S™' = ~” ou encore en

multipliant par S & droite et S~! & gauche

STHAWS(A) = A" " (3)

Une condition supplémentaire que doit satisfaire S(A) vient du fait que les éléments
de matrice A” , sont réels, par conséquent en prenant I’adjoint de (1) on obtient

S+”yy+(5_1)+ =AY ufy,u—l—
or v#T = 494440 donc
S+70,}/V70(S—1)+ = AV M,YO,V;L,}/O
’}/OS+’}/O’}/V”)/O(S_1)+’}/O = AY u,yu — S—lfyl/S

S’YOS+”YO’7V’}/O(S_1)+’VOS_1 = A
(S7°5F°)y (572892~ = ¥
olt nous avons utilisé (7%)~! =Y.
Par conséquent S7°ST+% = b1,soit
SyISt =" (4)
70 et S90S+ étant hermitiens b est donc réel
Fixons la normalisation de S en exigeant que det S = +1, il vient d’apres ([)
1=10"
or b réel donc V> = +1 — b = 1. Pour fixer le signe de b considérons STS or (@) —
ST =051 — S = 17957190 done ST = 1PN 4" = 07O (A% +A%~") . Prenons
la trace
TraceSTS = Trace(7")? .bA% o = 4bA°

STtS est définie positive donc Trace STS > 0
— bAO 0o >0

Pour une transformation de Lorentz orthochrone on a donc b = +1
Dans le cas antiorthochrone on a b = —1

Examinons le cas b = 1, on a donc ST = 7°S~14% Considérons les propriétés de

transformation du courant
g = yp — () = (@) (2)
= (") Oy (2)
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or ¢/(2') = Si(x), v™'(a') = ¢ (x)ST d'on
JM (@) =T (2) ST S (x)
En utilisant ST = ~+9S~1 il vient

7" (@) = T (@) ST SY(x)

JH(@') = (@) N A (x) = A j (2)

Le courant se transforme bien comme un vecteur sous EL

2.3 Construction de S(A)

Consideérons une transformation infinitésimale
:I:,M — AMV:I:V — (g!’”j _I_ Ew/“/)x’/

la contrainte A € £} s’écrit

Agh =g
ou encore i
(R g0t = g
soit
APtg AT = g
(g7 + ew)gpo (97 + ew™) = g"
(0K + ewt ;) (g% + ew) = g
g + ew +ew +0(e?) = g
d’ou

W+ W =0

Posons S(A) =1+ €T, dott STY(A) =1 — €T I'équation (3) donne

(1 - GT)VP(I + ET) = A’ 070 = Apa,}/a

= (g7 + ew’? )V, = 7 + w7,

V=T =9+ e,
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d’ou la condition que doit satisfaire T'
1,97 = =70
Supposons qu’il existe 2 solutions 717,75 telles que
[T1,7°] = [12,7"] = =075

alors
[Ty — 15,7’ ] =0="T, —To = cl en vertu du théoreme précédent

or det S =1= Trace T'=0.
Il y a donc unicité de la solution. Par inspection on obtient

1 loa
T= gwp (VoYe — Vo)
€ e,
S(A) =1 + gwp [VPVU - 707p] =1- pr Upo'
Exemple :
a) Rotation d’angle # autour de ’axe 7.
Prenons le point de vue selon lequel on fait tourner le systeme, les axes restant fixes.

Considérons une rotation active d’angle 6 autour de Oz

Ay M1
o
/
/
/
4
/
/
)/ 2 = xcos —ysinb
4
/
/ M
/ e ”,’. /: . 0 0
/,\ - Y rsind + ycos
Il”’,,* X
- —
0

ou encore pour une rotation infinitésimale d’angle # autour de I'axe 77
.CL’/Z — 7 4 GEZk]’n,kCLJ
Pour une rotation passive d’angle 6, M reste fixe, les axes tournent.

y W

2’ = xcosf + ysinf

oM
0 y' = —xsind + ycosf

¥
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ou encore pour une rotation quelconque
2 = at — Ge*ink
Comparant avec la formule générale
" = (g" + ew ), = 2" + ewhr,

Il vient
" =o'+ ewr; =1’ — ewa’

en comparant on obtient

e=10 W = kipk

Par conséquent
S(R) =1-%uwio;; =1— Lekinky,

=1 —+ %eijknkaij

Or
z[ ] eitat 0
Oij = 51775 =
792 Vi V5 0 il gt
Par conséquent
| on 0O
S(R)=1+ —
2 i

Le spineur de Dirac transformé s’écrit donc ¢/ () = S(R)¢(F) avec 7" = RF ou encore

V(F) = S(R)Y(R™'T)

Il est commode d’introduire la matrice

¥ =

o Q
o

Qu

On obtient
p
V() = expibS(R7'7)
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Pour identifier 'opérateur de spin nous pouvons considérer une transformation infinitésimale
R7YW =7+ 00nnT
V(R = (1+0Z8) () (F) + 07 AT.V)
= §(r) + (5 —i(7 AF)V)Y
= v+ R5 + @ R
= () + il + Ll
Cette formule fait apparaitre Popérateur de moment cinétique total

J=L+-%

N St

ce qui suggere d’interpréter L comme un moment angulaire orbital et %Z = .S comme un
terme de spin. Les relations de commutation

57, 59] = ihelk Sk

et la relation

G2 3h° 2
avec s = 1/2 nous invitent a considérer que le spineur de Dirac décrit une particule de
spin 1/2. A ce stade cette interprétation n’est pas entierement satisfaisante, en effet L et
S ne sont pas séparemment constantes du mouvement. On a

[H,J]=000 H = cdp+ Bmc?
mais

[H, I £ 0
Par ailleurs pour pouvoir identifier L=F7FA P a un opérateur de moment cinétique orbital
il faudrait que 7 puisse étre identifié a un opérateur de position. La relation

% = i[H, 7] donne dr_ ca

dt
dont les valeurs propres sont +c¢
dl‘i dl‘j

dx; N
, 0, donc — ne peut pas étre
dt = dt

dt

Par ailleurs les composantes de la vitesse |

identifié a I'opérateur de vitesse L

m
Pour définir un bon opérateur de position, il faut passer dans la représentation de
Foldy-Wouthuysen (voir Bjorken-Drell).

Conclusion provisoire : un spineur de Dirac se transforme sous une rotation comme une
particule de spin 1/2 mais il n’est pas légitime d’identifier 23./2 & un opérateur de spin.
Une définition précise du spin sera donnée ultérieurement.

40



Notons que 'opérateur 5_]9 commute avec H (trivial dans la représentation {p}). On

verra plus loin que cet objet est 'opérateur d’hélicité, ” projection du spin sur 'impulsion.”

Rotations des fermions sous 0 = 27
Pour une rotation d’angle 27 autour de 'axe Oz on obtient

— —

on
exp zﬂ? =expino, = —1

par conséquent la fonction d’onde change de signe sous une telle rotation. Pour un électron
isolé un tel changement de signe ne peut pas étre mis en évidence
On peut en revanche mettre en évidence cet effet dans une expérience d’interférences

—

B

Le principe consiste a séparer un faisceau de neutrons en 2 parties. Le faisceau 2
traverse un champ magnétique B. Au niveau classique (et aussi au niveau quantique !)
il y a précession du spin dans le champ. On peut ajuster le temps de passage pour que

Bt _
6 = 2. En effet 6 = g2e est 'angle dont a tourné le spin dans le champ B

me
Article :” Verification of coherent spinor rotation of fermions”, H. Rauch et al., Physics
Letters 54 A n°6, p. 425 (1975).

b) Considérons une transformation spéciale de Lorentz. Le long de I'axe Ox

0 20 — B!
x

-7

1 0
o r — Px
V1—[3?
posons (3 = tanhe , il vient
2% = 2% cosh e — ' sinh e

1

2t = 2t coshe — 2% sinh e
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Pour une transformation infinitésimale

2" = 2% — ex?

11

T :SL’I—GZL’O

0 0 0

Comparant avec 20 = 29 4+ ewz; = 2° — ew®z!, il vient W =1 d’ol

S(A) =1- %(me'()l + wlOO'lo) =1- i—60'01

Pour une transformation finie

1€

S(A) = exp 500

ou encore

€ €
S(A) = cosh o sinh 3

0 ot
avec aq = . On note que S(A) n’est pas unitaire.
1
o 0

Généralisation : une transformation de Lorentz le long de ’axe 7 sera définie par

S(A) = cosh % — adfisinh %

Il lui correspond la transformation de coordonnées.

2 = 2% cosh € — 7iZsinh ¢

il

T =T — xonisinh e + 71(7iZ)(coshe — 1)

> Exercice : montrer que la transformation de Lorentz le long de I'axe 7 est le produit
d’une rotation par une transformation de Lorentz le long de 'axe 1 par une rotation
inverse.

<

Az = RAR7!
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c) Réflexion d’espace.
F=-7 tt=t=ANy=1 A", =-1
Aer!
SIS = AV 4P
S doit donc satisfaire les 2 équations
S71A05 = A0
S7lyiS = o

dont la solution est S = e

w/(fv t) = ew,}/oqb(_fv t)

Remarque : Pour faire apparaitre la structure SL(2,C') de ces transformations, il est
préférable de travailler dans la représentation chirale, on obtient

e~ 39 ()
S(A) = L
92"
e 2 0
S(R) = Wz
0"
0 e 2
0 -1
p—
-1 0

On note que les spineurs se transforment de fagon réductible sous les rotations et sous

les transformations de Lorentz. Ce n’est que sous les transformations de parité qu’ils
se mélangent entre eux. Pour représenter le groupe de Lorentz complet il est donc
nécessaire de travailler avec des spineurs de Dirac a 4 composantes. Notons toutefois
que la représentation obtenue n’est pas unitaire.
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2.4 Lois de transformation de quantités bilinéaires sous L’l

Nous avons montré au paragraphe 2.2 que j# = 1y se transforme comme un quadrivecteur.
L’objet de ce paragaphe est de généraliser cette étude a des formes bilinéaires quelconques.
On s’intéresse & des transformations orthochrones donc b = +1, donc STH% = ~AYS1L,

Par conséquent ¢ = 1)t4° se transforme selon

,J/ — w/-i-,y() — w-l—S—i— 0 __ ¢+,VOS—1 _ 'IZJS_l

d’olt
1) "y = S~1Sy = ¢ scalaire
2)

Yoy =S, S

PSSy

= $0ST I, 2"]SY

= LS~y S.S7 1y Sep

— STy SS TSy

= A" N S [PyPyT Y — Py )
= A LAY ot

se transforme comme un tenseur de rang 2 (cf E, B)

3) Y'y#1)" se transforme comme un vecteur
4) Py = pST1P5Y
o0& i e e T L e L
5_1755 = _%AH aAV ﬁAp 'on é va’yﬁ’yﬁ/’yéeuupa
= — 7 (det A)eagyer™ P71
S714%S = (det A)y°

donc ¥/'v°¢" = (det A)y°1) est un pseudoscalaire
5)

PPy = pSTINMSSTINSY
= A* byPyip. det A

est un pseudovecteur.
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3 L’équation de Dirac

3.1 Construction des solutions ondes planes

Cherchons des solutions de 1’équation
—iv*0,0 +meyp =0 (on a posé h = 1)

de type onde plane .
U(x) = e " P(p)
Il vient

(=# +me)ip(p) = 0

Il existe une solution a ce systeme d’équations linéaires homogenes si et seulement si
det(p — mc) = (p* —m?*c*)* =0

donc p* = p2 — p* = m?c?, d’ou le spectre py = ++/p2 + m2c2. Le spectre d’énergie
E = pyc €] — 0o, —mc?[UJmc?, +o0| contient donc a la fois des solutions d’énergie positive
et négative. Dans la représentation de Dirac, on obtient

P —me  —Gp w)_,
op —p” —me ()
Soit
(0" —mop! = G
apihr = (p° +me)iy
d’ou
v = g
U1
Yv(p) = Fpin
p° + me
est la solution générale, ¢); étant un spineur quelconque.
Exprimons le scalaire de Lorentz
d(x)y(x) =d(p)v(p)
I
=t 1] = — 2
wl wl[ (p() + mC)2]
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Les solutions d’énergie positive p° = ++/p?+m2c® seront normalisées par
Vi (p)Y4(p) = +1, dou

p° 4+ mc i
Vi(p) = e Fpp
p° 4+ mc

avec T = +1.
Les solutions d’énergie négative P’ = —/p2+m2c%, seront normalisées selon
¥_(p)v-(p) = -1 d'on

" —apX

— mc
P_(p) = p2 —p’+me | avec xty=1.
me
X

On pose par convention

2
O0+me
ulp) = Yi(po,?) = V5| Gy
p° + me
v(p) = Y_(—po,—p) =
apx
— ,/% pY +me oll maintenant p° = +/p? + m2c2 .

X
Avec ces conventions p° = ++/p2 + m2c? dans ces 2 formules. On a donc les solutions
d’énergie positive . .
bi(x) = ey (p) = e u(p)

Et les solutions d’énergie négative

V- (x) = e™v(p)

avec les normalisations invariantes de Lorentz

u(p)u(p) = —v(p)v(p) =1
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Remarque importante

Nous aurions pu construire ces solutions en partant des solutions au repos définies par
—iy%00) + mey =0 ou vy =

Soit

= e~y (0,1)

J = e "ty (0, -1)

w+(m’ 1) — e—imCQt

Yi(r,—1) = eimet [

o o o =

o O = O

'l/)_(llﬁ', 1) — 6imczt — eimCQt’U(O, 1)

(R = )

2

w_(x’ _1> — eimc t

2

=™y (0, —1)

- o O O

Nous avons indicé les spineurs u(p, o) ou p caractérise I'impulsion et ¢ un nombre
quantique auxiliaire dont la signification apparaitra plus tard.

Effectuons un changement de référentiel amenant le vecteur (me,0) sur le vecteur
(po, P). La transformation de Lorentz

/ o .
2% = 2% cosh e — fiZsinh e
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e

¥ =& — xonisinh e 4 71(77)(coshe — 1)

définie par

amene le vecteur (me, 0) sur le vecteur (po, p) . Notons que cette transformation de Lorentz

est obtenue en prenant 1 = —ﬁ, en effet dans l'interprétation passive, pour donner une

impulsion p’ a la particule il faut effectuer une transformation de Lorentz opposée a p’ (le
nouveau référentiel est animé d’une vitesse v = _z%)'
On obtient

V() = S(A)Pp(A™ z)

or (A™'x)g = xq cosh e + AT sinh e = 2L donc (mc?)t devient prz,,.

Y (z,0) = (coshg — ani sinh %) u(0, 0)e~P*
= (cosh <+ 62‘% sinh %) u(0,0)e™ P
2me(me+po) ’

ipx

Vi(z,0) =ulp,0)e”

de méme

P (v,0) = (coshg + 07‘% sinh ;) v(0, 0)e®®

ipx

=v(p,0)e

Relations d’orthogonalité : dans le référentiel au repos on a

(0,0)u(0,0") = 050
(07 0’)1}(0, OJ) - _500’

I

1

Ces relations étant invariantes (scalaires de Lorentz)

'a(p> O')U(p, OJ) = _@(p> U)U(pv OJ) = 500’
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3.2 Opérateurs de projection

D’apres les résultats précédents

Ar(p) = > ulp,0)u(p, o)

o=1,—-1

projette sur les solutions d’énergie positive

Pour le calculer utilisons

Donc

Utilisons S* = 405 10

Ay (P) =

[S70S ™ 070 + S70705 3]
[S’}/()S_l + 1]

1
2
1
2
La transformation de Lorentz construite ci-dessus correspond a A? o = coshe, A% = r;lr)L_ic
donc S719°S = A° 4# = cosh ey® + Z—’Z d’olt
1 ~.p 1
A = —|1+9pcoshe — —| = —|mc +
+(p) = 5[1+% =5 —lme+ )

_ pt+me
 2me

Ay (p)

De méme A_(p) = —> ,—1, v(p,0)v(p, o) projette sur les solutions d’énergie négative

A_(p)v(p,o) = wv(p,0)

A_(p)u(p,o) =0

A_(p) =—=5>,v(0,0)v7(0,0)ST
= _S(l;gm)SJr%

|
<
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On trouve apres un calcul similaire

3.3 Quadrivecteur de Pauli Lubanski

Considérons une transformation infinitésimale de £
A = (g + € W]

qui laisse invariant le quadrivecteur impulsion p,. L’ensemble de ces transformations

constitue un sous groupe de EL appelé petit groupe du vecteur p. On a

Py = [QW + Ewuu]py

donc wy,p” = 0. La solution générale est (en réalité seule la partie L p contribue =
3 parametres) Wy, = €,,,0k’p” ol k est un 4 vecteur arbitraire. Une représentation du

groupe de Lorentz est caractérisée par

S(A)=1— %w,w]””

ou les opérateurs J* sont les générateurs du groupe. Dans la représentation (%%) de
Dirac on a
oL

wo v
5 4[7 ]

A une transformation du petit groupe correspond donc 'opérateur

S(A) =1—=%euphk’p” I
=1+ ieW,k*

ou
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est 'opérateur de polarisation de Pauli Lubanski. Par construction on a W.p = 0 donc W
appartient a I’hyperplan orthogonal a p. On peut donc décomposer W sur une tétrade :
ensemble de 4 vecteurs (-, n;(p)) tels que

pni=0  (i=1,2,3)

2

W, =mc ; Si (P)WL (p)

les 3 opérateurs

1 1
Si = ——Wni(p) = ——€uped D0
me ni(p) 2mc€” r P

vérifient les relations de commutation

[Si(p), Sj(p)] = i€ijxSk(p)

Le petit groupe du vecteur p (du genre temps p?> = m?) est donc isomorphe au groupe
SU(2) C’est le groupe des rotations dans I’hyperplan orthogonal a p.
Dans la représentation de Dirac
Si(p) = ggCupo V" V00
= — g CompV VPN
En utilisant I'identité
€upr V"V = =17 [V 1]
il vient
5ip) = 2]
dme™ """
or Pt + it = 2n.p = 0 donc



Agissant sur un spineur u(p) tel que pu = mecu, la restriction de S;(p) aux solutions

d’énergie positive s’écrit

Les solutions d’énergie négative satisfont
v = —mcv

par conséquent
5
57 () = ~ )
La construction d’états de spin donné est donc équivalente a la recherche des états propres
de §2 = 31 et S5 (p) = Livsty(p) ot le quadrivecteur nf(p) se déduit du vecteur (0, 5)
par la transformation de Lorentz qui améne (mc,0) sur le vecteur p#. Nous verrons au

paragraphe suivant qu’il existe une tétrade particuliere appelée tétrade d’hélicité, définie

par nz(p) = (%, 51—1%) telle que S3(p) = %‘%"? = opérateur d’hélicité.

Conclusion : En mécanique quantique relativiste on définit le spin d’un systeme en
le rapportant a un systeme d’axes lié au vecteur p*. On ne peut donc pas, comme en
mécanique quantique non relativiste définir des états |p,o >= | > |0 >. L’espace des

états n’est pas un produit direct.

3.4 Etude du spin et de I’hélicité

Placons nous dans un référentiel ou la particule est au repos. Elle est caractérisée par le
quadrivecteur énergie-impulsion

—.

p = (mc,0)

Dans ce référentiel, nous prenons pour axe de quantification le vecteur nz = s = (0, 3),

ou 5% =1.
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Dans ce référentiel on a p.s = 0. L’opérateur de spin s’écrit pour les solutions d’énergie
positive
N
Sy (p) = 5755

Il s’écrit explicitement

Dans le cours sur le groupe des rotations, nous avons montré que

1 cos /2 0 —sinf/2 e
e(1)=U = ' et p(-1)=U =
0 sinf/2 €% 1 cosf/2
est une solution ou U € SU(2) est I’élément de SU(2) qui induit la rotation amenant le
vecteur k sur le vecteur 5. Par conséquent, le spineur de Dirac
(o)
0

u(p,0) =

satisfait S5 (p)u(p,o) = %au(ﬁ, o). Pour construire des états d’impulsion quelconque p
considérons la transformation de Lorentz spéciale A(p) qui amene le vecteur p = (mc,0)

sur le vecteur p = (po, p). Elle s’écrit explicitement 2’ = Az ou

5T
zh = a°coshe+ P2 Ginhe
1Pl
, . I p(pT)
¥ = T4 xg7sinhe+ (coshe — 1)
1Pl P

ou coshe = % et sinhe = %.
Cette transformation A(p) amene le vecteur § = (0, 5) sur le vecteur n* = (n°,7)
0 pSsinhe  ps
n = - = —
1Pl me

Ps) (coshe — 1) =5+ _ws
P2 mc(me + po)

5+

St
|
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Le quadrivecteur n ainsi construit satisfait
By — ahp
ntp, = s"p, =0

Il nous permet de donner une caractérisation relativiste des états de spin d’impulsion

quelconque. Le spineur de Dirac

90(0-) po—i—mc:u( 0_)
5Pp(o) \/ 2me P

Satisfait ysiu(p, o) = Su(p, o).

> Exercice : en partant de dSp(o) = op(o) montrer que

1 o
575%(19, o) = §U(p7 o)

Pour les solutions d’énergie négative on vérifie que

Fpx(o)
po+me Po + mc

x(0) 2me

v(p, o) =

satisfait —1vystv(p, o) = s0v(p, o) si G5x(0) = ox(0)

Hélicité : Choisissons pour axe de quantification le vecteur § = ‘%. Il vient
’n,o = 252 — m
melp]  mc
= 7 P17l _ P [m*¢ + mepo + py — mPc
ol mc(me+po) | me(me + po)
7 o= Pbo
|[plme
Par construction n* = (n°,7) = (1, ‘gfgc) satisfait pn = 0, n? = —1.

Un calcul élémentaire montre que

me [ op 0
V= =

P\ o &5
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Donc

5 1 ap 0 1 =
vy p 55

B R o5 | 2l
n’est autre que 'opérateur d’hélicité introduit au paragraphe précédent.

On vérifie que [H, S3(p)] = 0, on peut donc rechercher des spineurs qui diagonalisent
H et qui ont une hélicité donnée.

Dans la limite de masse nulle m — 0, p® — |p] donc

pl 7 1 p
(L) Ly
mc mec mc mc

Donc ypp = 75%26 = ~v’me

Par conséquent

> Exemple : neutrino %751#,,(]9) = —2,(p)

p
Dans la théorie actuelle des interactions faibles les couplages sont de la forme ?/je%(l —

v?), donc seule la partie gauche du champ du neutrino est effectivement couplée aux

autres champs.

Remarque sur les particules de masse nulle
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Dans la représentation chirale des matrices =y

7’ = = UnypU™
-1 0
0 o o
V= , =UnpU~
ou
1 1 1

V2l -1

I’équation d’onde s’écrit (7°0y + v'0;) = 0

soit encore

10p =
cor T OV

1) — ’équation se découple en 2 équations pour des spineurs & 2 composantes appelés
spineurs de Weyl.

2) — Ces 2 équations sont invariantes sous £}, leur seul défaut est de ne pas étre invariantes
sous la parité en effet sous une transformation de parité

@ P —X

I =% =

>
|
AS)

Dans cette transformation, les spineurs se mélangent entre eux. En d’autres termes une

théorie de spineurs de masse nulle a 2 composantes viole forcément la parité.

1 0
3) — On remarque que 5 =
0 —1
Donc
© © e
V5 =+ est un état d’hélicité positive
0 0
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0 0
Vs = — est un état d’hélicité négative

3.5 Paradoxe de Klein

On s’intéresse aux solutions de I’équation de Dirac dans un champ électromagnétique
extérieur.

On considere une marche de potentiel le long de 'axe Oz.

A Ao

On envoie des électrons vers la région z > 0. L’onde incidente est donc de la forme

1
0

p
po+mc

0

Py = Ae POtz (p)  avec up(p) =

Elle décrit des électrons polarisés polarisés selon Oz d’impulsion p > 0. Il apparait une

onde réfléchie

1, = Be POT0T 20 (p)  avec uy(p) = .
po+mc

et une onde transmise pour z > 0

wt _ Ce—ipoxo-i-ip’zus(p) avec U3<p) _
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On vérifie que ces 3 spineurs satisfont I’équation. [montrer en exercice qu’il n’y a pas de

renversement de spin]

m
[—iy, (0" + ieA?) +mclip =0

avec

2 2 _ 2.2
Do —p- = m°c

(po — 2)* —p" = m’c*

Ecrivons la continuité de la fonction d’onde en z = 0.

A+B=C
_ Cyp’
pOfmc(A B B) N Po—%+mc
d’ou l'on tire
A= %(1 +7)
C
avec
. P po+mc

"o e

Calculons les courants dans chaque région

7 =97
730 2plA]2
Ji =y = o

_ 2p|BJ?

T potme

. 2pl|c]?
]t - EZO
po——; +mc
D’ou 'expression du coefficient de transmission

_jt . 4r

T -
ji (1 +T>2
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et de réflexion
g (1= r)?

R

ji (1 + T)2
Discussion

1) eA® < E — mc?, I'énergie cinétique de la particule étant supérieure a la hauteur de

la barriere, il y a transmission partielle

E-mc2 eAQ

z
T
2) E—mc* < eAy < E + mc?

- eAo., . \/(E—6A0)2—m2c4
p—\/(po )P —mict =

2

est imaginaire. La particule ne pénetre donc pas a droite de la barriere, onde évanescente:
réflexion totale.

3) E 4+ mc?® < eAy, redevient réel, d’oll une solution oscillatoire dans la région z > 0.

en effet [p’: \/ (po — €22 —me) (py — <2 +mc) > 0
<0 <0

mais
r <0

donc R > 1 et T' < 0 = impossibilité de localiser un électron dans la région droite.

On a un courant de particules j; allant vers la gauche

eAQ

Interprétation
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Anticipant la discussion du paragraphe suivant dans laquelle nous allons réinterpréter
les solutions d’énergie négative, montrons qu’il est possible de comprendre ces résultats
paradoxaux en admettant qu’il y a création de paires. L’introduction d’un champ fort
eAg > 2mc? permet en effet d’effectuer des transitions des états d’énergie négative F <

—mc? aux états d’énergie positive. Puisque e < 0 le potentiel vu par 1’électron est

vz
-
d’ott un champ électrique infini localisé en z = 0.
k E@2) =-aviaz
—

ce champ électrique repousse vers z < 0 les électrons créés et repousse vers la droite

les positrons créés. On comprend donc que R > 1 puisqu’il a un flux supplémentaire
d’électrons allant vers z < 0.
Les positrons créés ont une impulsion p, > 0, ceci équivaut a des électrons d’impulsion

p, < 0,dou j, <0 pour z > 0.

3.6 Etats d’énergie négative
Discussion du paradoxe de Klein.

e Les états accessibles dans la région z < 0 sont donnés par la relation

po = £4/p? + m2c? ou encore E = £y/m2ct + p2c?
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e Les états accessibles dans la région z > 0 s’écrivent

€A0
= — 4+ /p2+m?c? soit E =eAyt/m2ct 2¢2
Do - P+ ==Y, +p

On a donc le schéma suivant (E(z) est 1'énergie classiquement accessible).

l E

mc2 7

4 eAp-mc2

_mC2

ou nous avons hachuré les états non accessibles.

Si le potentiel est trop grand, il n’y aura plus de recouvrement.
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er+mc2

//////// .
7

Pour donner un sens physique a ce probleme, il est préférable de considérer un potentiel

dépourvu de singularité, sans discontinuité a ’origine, par exemple.

Ag=0 z2<0 décrit un champ électrique
Ag=—-Ez 0<z<z constant dans la région
Ag=—-Ez z> 2 0<2z<z2

Un électron venant de la région z > 0 peut transiter par effet tunnel dans la région

z < 0.
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On sait en effet qu’il existe des solutions oscillatoires pour z > z,, et pour z < z_. Dans
la région hachurée ne peuvent exister que des ondes évanescentes. Un électron venant de
droite traverse cette barriere de potentiel par effet tunnel. Dans 1’état final on observera

- un électron a gauche

- une lacune a droite

Cette lacune se comporte comme un positron. On peut ainsi réinterpréter cet effet
tunnel comme la création d’une paire ete~. Ce processus nécessite la présence d’un champ

suffisamment fort pour que

eAg — mc* = +|el€z — mc® > mc?

2me?

E >

€20

On peut estimer la probabilité de transition W par un argument semi-classique de traversée

de barriere de potentiel. On obtient

m2r

Wwexp——/ |p'|dz ~ exp ——— -h
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Schwinger obtient pour la probabilité de création de paires par unité de volume et de

temps
af? & nmwm?
W=—"> exp—
2 nz::l P een
Remarques

1) une lacune créée dans la mer des états d’énergie négative est stable si on considere
les particules comme libres et indépendantes. La transition
lacune = lacune +hw, n’est pas permise cinématiquement. Pas plus que n’est permise

la transition e~ — e~ dans le vide. En effet :

PP = +p)? =0py+ 0>+ 20D,
donc p'p, = 0 ce qui est impossible
En revanche e+ cible — e~ + cible +7 est permise, la cible sert a absorber une partie
de I'impulsion.
2) Les difficultés inhérentes au paradoxe de Klein tiennent au fait qu’il n’y a pas de
séparation absolue entre modes de fréquence positive et modes de fréquence négative.
La théorie des champs fournit un cadre théorique clair pour comprendre ces effets et les

reinterpréter. On les retrouve dans toute théorie des champs couplée a un champ extérieur

—champ electromagnétique.

—champ de gravitation

plusieurs effets physiques en résultent : en particulier le rayonnement des trous noirs.

(voir Birell-Davis, Quantum field in curved space).
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3) Résumé

Par conséquent dans la théorie des trous I'état

Y (x) = wv(p)et?  tel que
Hyp = /P2 +m2chy_
Py = —p
a une énergie négative et une impulsion —p.
Si cet état n’est pas occupé, il apparaitra comme un état d’énergie positive E =
+VPPE + mEc

et d’impulsion p’

et de charge +e
c’est-a-dire comme une antiparticule, reste a montrer de facon plus satisfaisante le
dernier point. C’est I'objet du paragraphe suivant que d’exhiber la relation générale

entre les solutions de charge +e¢ et celles de charge —e.

3.7 Réinterprétation des solutions d’énergie négative

Nous venons de voir que I'existence de solutions d’énergie négative souleve certaines dif-
ficultés qui nécessitent une réinterprétation physique de ces solutions.

Dans le contexte de la physique atomique, ces difficultés sont tout a fait sérieuses.
Considérons en effet le couplage d’'un électron & un champ extérieur (par exemple au
champ Coulombien). On peut montrer que le spectre d’énergie reste essentiellement de
méme nature que dans le cas libre. En particulier, il n’y a pas d’état fondamental. Les
transitions vers des états d’énergie plus basse n’étant pas prohibées, les orbites atomiques
ne seront pas stables !

Pour lever cette difficulté Dirac postule que tous les états d’énergie négative sont
occupés par des électrons. L’état fondamental est donc décrit par un déterminant de
Slater infini. (pour assurer l'antisymétrie des fonctions d’onde). Chaque état individuel

a une particule étant occupé (principe d’exclusion), on est ainsi assuré qu’il ne peut ap-
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paraitre de transition d’états d’énergie positive vers des états d’énergie négative. Bien
entendu cet état fondamental a une énergie totale et une charge totale infinie. Il semble
toutefois raisonnable d’admettre que seules les variations d’énergie et de charge relative-
ment a cet état fondamental sont mesurables.

Quelles sont les prédictions de cette théorie ?

1) Un état d’énergie négative peut absorber un rayonnement électromagnétique et
ainsi étre excité vers un état d’énergie positive si hiw > 2mc?

v —ete”

électron

trou

Il y a ainsi création d’'un trou d’énergie —FE et de charge —|e|. On observera donc
dans ’état final un électron de charge —|e| et une lacune de charge |e| et d’énergie E.
On peut interpréter cette lacune comme un positron de charge +|e| et d’énergie E. 1l y
a donc création d’une paire e¢*e” a partir d’'un champ de rayonnement.

2) Un trou (une lacune) dans la mer des états d’énergie négative peut étre occupé
par un électron venant d’un état d’énergie positive. Cet électron va céder de 1’énergie qui

apparaitra sous forme de rayonnement.
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électron

trou

e~ + trou — rayonnement
qu’on interprete en ete™ — + (processus d’annihilation) (exemple : annihilation positro-
nium ete” — 27 ; efe” — 37).

3) Polarisation du vide : un électron test d’énergie +|F| et de charge —|e| polarise le
vide (repousse les autres électrons de la mer).

Cette théorie des trous conduit par conséquent a une description en termes de par-
ticules et antiparticules. Cette nouvelle formulation est en fait une théorie a plusieurs
particules qui ne peut étre entierement décrite en terme de fonctions d’onde a 1 particule
(il faut prendre en compte le déterminant infini de Slater). Nous verrons plus loin que la
quantification du champ de Dirac fournit une approche beaucoup plus satisfaisante dans

laquelle la dissymétrie apparente entre trous et particules est levée,

3.8 Conjugaison de charge

Dans la discussion précédente nous avons vu qu'un trou d’énergie négative —F et de
charge —|e| doit étre interprété comme un état d’énergie +FE positive de charge |e|.
Plus généralement, il doit donc exister une correspondance entre les solutions de charge

—e de

(W —eA—m)p =0 (5)
et les solutions 1. de charge +e de

(1¥ + eA —m)ip. =0 (6)
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Préliminaires algébriques

Pour préciser cette correspondance considérons les matrices transposées ¥#, elles sat-
isfont
APV + AYAH = 2¢*. Pour un jeu de matrices {v} unitaires, le théoreme 1 (paragraphe

2.1) nous assure qu’il existe une matrice B unitaire telle que

At = BB .
Prenons le transposé, il vient

v =B3B' = BB '4*BB
ou encore
Y*BB~!' = BB~'4#

[y ,BB™'] =0

donc BB~! = al

soit B = aB :>§: aB, c.a.d. B=aB

soit B = a(aB) = a? =1 donc a = £1. Examinons les deux cas B = +B

ler Cas: B=—B

7B = BB '4"B = Bj" = —Bj" = —(y*B)

donc B et v*B antisymétriques. De méme
VB = BB B = BB lin"4'4%*B

= iBB '2Y'BB '4'BB~'v*BB!4*B
— iB7°5'5327°
= iB(y*7%717°)
= iB(y°7'727%) = By’
= —BY" = —("B)

donc les 6 matrices B,v*B,y°B sont antisymétriques, de méme on peut montrer que les

10 matrices By5y*, Bo* sont symétriques.
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2éme Cas B=B

On obtient
6 matrices B, v*B,y®B symétriques
10 matrices By°y#, Bo* antisymétriques

Or il n’existe (pour des matrices 4 x 4) que 4(4 — 1)/2 = 6 matrices antisymétriques donc
B=-B

On introduit

C=-—B

C unitaire car

CC* = —BBY(—d) =7 =1

Considérons

C_l = —B_l’}/s_l = —B_lf)/5

CyrC = =B 'y (—sB) = B 'ysyH B
= B 4B = —A#

ClyrC = =3 (7)

Considérons 1’équation

(40, — ey A, —m)y =0
ainsi que son adjointe (¢ = 1++°)
10, 07" + epy" A, +mab =0

Prenons la transposée

PO, + eV DA, + mip =0
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d’apres (7) il vient

—iCT I CO ) — eCT PO A, + map =0
Soit

(iv*0, + eA—m)Cy =0

Comparant les équations (6) et (8) il vient

L’opération de conjugaison de charge U. est donc telle que Uy = 1, = C’J est donc

réalisée en terme d'un opérateur U, antiunitaire.

Construction explicite : dans la représentation de Dirac.

N . [1o0
7Y = | Y =
—' 0 0 -1

on vérifie que C' = i7?~° donc
e = iV (V) = iy s

En particulier si ¢ = u(p)e™?* = ¢, = u.(p)e” avec

rappelons (cours sur les rotations) que C = ioy satisfait

Cox, C' = —g;
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I1 vient

0o ¢ 0o " o + me
u(p)c = R u(p)* = . ()i “ome
—C 0 —C 0 P mc
po+mc
C(Gp)*p* —C(3p)xCyx
_ Igof)mi Po + mc _ 7(,)3,”0 X Po + mc
—C’go* 2me Y 2me
_ p((?-fjnfc Po + mc o
Y me

Résultat qui permet effectivement d’interpréter v(p) comme la fonction d’onde d’une
particule de charge +|e| d'un positron v, = v(p)e™?.Le lien précis entre solutions d’énergie

négative et antiparticules sera discuté dans le cours de théorie des champs.
Calcul d’éléments de matrice

Application a la désintégration du pion.
Les probabilités de transition, ou sections efficaces font apparaitre le module carré
|M|? de I'amplitude
M =u(p',o")Tu(p, o)
Montrons comment calculer Y., MM qui caractérise un processus dans lequel on ne

mesure pas le spin de I’état final

M = ul(p)(7°)apl gyt (p)

=
:

oD (70*)aﬁrﬁy uy(p) or ux = Uy
(7°7) el 5505 (0) (Y0) 5y
(VO)Ba 76(70)57”5(]9)

M* = us(p) (7' T 0)satta (')

/

E

(p
= Uo(p
(p

2

(67

)
)
)
(

Donc
ZU’|M|2 ZM*M Z p7 701—‘ ’You(p U) (p/’O'/)FU(p,O')

U

= u(p, o)l 0 (%) T'u(p, o)
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Si Iétat (o, p) n’est pas polarisé nous devons aussi moyenner sur le spin o

1 1 _
3 > IMP? = 3 > a(p, o) Tapus(p, o)

ouT = fyoFJ“yo(M)F

2m

1 _
%ZO’O’/ |M|2 = 5 aﬁzuﬁ(p7 a)ua(p, U)

1 p+m
2 \om ),
+m

1 P
= - T T|——
2 race < 2m

D’ou la formule générale

1 1 (P
§Z\M\2 = §Tracel“<’¢ +m>F<M>

2m 2m

dans laquelle on a définit I' = vI'" .
Le calcul explicite utilise les propriétés suivantes.

1) la trace d’'un nombre impair de matrice 7 est nulle.

Trace ¢, ...q, = Traced,...d, 7575
= Trace Y5¢t; - . . 4,75 cyclicité

amenant 75 sur la droite, on obtient un facteur (—1)"

Trace d, ...d,

(—=1)" Trace ¢, ...d, 7575
(—1)"Trace ¢, .. .d,

par conséquent
Trace d, .. .d,, 1 =0
2)
Trace 1 =4

Trace dff = 1Trace dlf + it
= abTrace 1 = 4ab .

72



3)
Trace ¢, ...q, = aias Traced,...d,
—ayasTrace dod, ..., + ...
+ara, Trace ¢, ... ¢,

Démonstration

Utilisons

iy = — doghy + 2a102

Trace ¢, ---d, = 2a1a; Trace ¢, ---d,
— Trace dodt, - - - .,

continuons a déplacer ¢,

Trace ¢, ---¢,, = 2ajas Trace ¢y ---d

n n

_l_
+2aya, Trace dydy - - -d
—Trace dofs - - ¢4y

Cyclicité — on ramene a; a gauche, on retrouve ainsi le ler membre. CQFD

n—1

Pour les autres propriétés voir Bjorken et Drell

Trace v5 = 0
Trace vs¢§ = 0
Trace vsg ¢ d = di€ poa” b’ cPd”
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